Oposicion a Profesorado de Ensino Secundario
Especialidade Matematicas - Opcion A
19/06/2022

1. Sexa G = Qp x Q con Q = Q — {0}. Definese en G a operacién:

(a,b) o (c,d) := (ac,bc+ d)

a) Demostrar que (G, o) é un grupo.
b) O conxunto S = {(1,b)\b € Q} é un subgrupo normal de G.

c) S é isomorfo ao grupo aditivo Q.

Solucion

G, 0) é un grupo se se verifican as seguintes propiedades:

(

(1)

(2) A operacién é asociativa.
3)

(

a)

A operacion é interna.

3) Existe elemento neutro.

4) Todo elemento ten simétrico.

Proba de (1):
Para (a,b), (¢, d) € G tense que (a,b) o (c,d) € G, xa que ac € Qp
porsera#0#ceac+deQ.

Proba de (2):
A operacion é asociativa se

(a,b)o[(c,d)o(e, f)] = [(a,b)o(c, d)]o(e, f) V(a,b), (c,d), (e, f) € G

Por definiciéon da operacién:

(a,b)o[(c,d)o (e, f)] = (a,b) o (ce,de+ f) = (ace, bce + de + f)
[(a,b)o(c,d)]o(e, f) = (ac, bc+d)o(e, f) = (ace, (be+d)e+f) = (ace, bee+de+f)

Proba de (3):
Vexamos que (1,0) € Qg x Q é o elemento neutro de G, isto é,
para (a,b) € G tense que

(a,b) o (1,0) = (1,0) 0 (a,b) = (a,b)
E evidende, xa que:

(a,b)o (1,0) = (al,b+0) = (a,b)
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(1,0)0 (a,b) = (1a,0a + b) = (a,b)

Proba de (4):
Vexamos que todo elemento de G ten simétrico, isto é:

VY(a,b) € G F(e,d) € G\(a,b)o (¢,d) = (1,0) = (¢,d) o (a,b)

Sexa (a,b) € G. Buscase (c,d) € G tal que:

(a,b)o (¢,d) = (ac,bc+d) = (1,0)

(¢,d)o (a,b) = (ca,da+b) = (1,0)
Esté claro que ¢ = a~! dado que ac = 1 = ca.
Por outra parte:

be+d=0=ba"+d=0=d=—ba""
da+b=0=da=—-b=daa" ' =—ba~' =d=—ba""

En conclusién, todo elemento (a,b) € G ten simétrico

(a7t —ba™Y) €G.

b) S é un subgrupo normal de G se se verifican:
(1) S é un subgrupo de G.
(2) (z,y)oSo(z,y)t €S V(x,yeqG
Proba de (1):
S é un subgrupo de G < 31_1 osg €8 Vsy,50€ 8
Sexan 51 = (1,a) € S e s9 = (1,b) € S, vexamos que s 08y € S:

(1,a)to(1,0)=(1,—a)o (1,b)=(1,—a+b) e S
Proba de (2):
Sexa (z,y) € Ge (1,b) € S.
(z,y) 0 (L,0) o (z,y)™" = (z,y) o (L,b) o (a7, —yz ™) =
(21, y1+b)o(x™t, —yx™h) = (xlz™ L, ylo bzt —yz™!) = (1,ba7 1) € S

c¢) Definimos f : (S,0) — (Q,+) tal que f(1,b) = b. Probemos
que f é un isomorfismo de grupos, isto é, f é bixectiva e un ho-
momorfismo de grupos.
Esta claro que f é bixectiva, xa que:
of é inxectiva: se f(1,a) = f(1,b) = a =0b.
o f é sobrexectiva: Vb € Q tense que f(1,b) = b.
Vexamos que f é un homomorfismo de grupos, isto é:

fl(1,a)o(1,b))= f(1,a)+ f(1,b) VY(1,a),(1,b)€ S
En efecto:

f((1,a)o (1,0)) = f(L,a+b)=a+b= f(1,a) + f(1,b)
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2. Dadas duas esferas de radios r e R tales que a distancia entre os seus
centros é d, sitilase un punto luminoso na lifia que une os centros de
ambas esferas.

En que punto haberd que situalo para que a suma das superficies
iluminadas en ambas esferas sexa maxima?

Solucién

Se denotamos por z a distancia do foco F' ao centro da esfera de radio
R, temos que a area dos casquetes iluminados ven dada por:

Area = 2rRH (z) + 2nrh(xz) (%)

onde as alturas H e h dos casquetes dependen da distancia do foco ao
centro da esfera de radio R.
Determinamos H (x) e h(x) en funcién de z. Tense a seguinte situacién:

Onde Tr e T} son os puntos de corte das tanxentes trazadas dende F

as esferas, R — H ¢ a distancia de Cr a P e r — h a distancia de @) a

C,. Cgr e C, son os centros de ambas esferas.

Dado que os triangulos Cr PTr e CrFTR son semellantes, tense:
R—-H R R?

—&<H=R-—
R T T

De maneira andloga, C,.QT, e C, FT, son semellantes e polo tanto:

r—h_ r e h r?
r  d—ux N d—x

Deste xeito, a funcidon que representa a area das esferas iluminadas por
un foco situado na lifia que une os centros de ambas esferas e a unha
distancia x do centro da esfera de radio R é:

2 2 R3 3

f(:n):27rR(R—R—)—|—27rr(r— ! ) =2m[R*+r? — (— + !
x d— r d—=x

)]

Maximizando esta funcién obtemos un posible valor de x que maximiza
a area iluminada.
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f’(x)ZO@R—j: Tg 1/ 3o
——1‘1‘“ ) <:>$—1—{_7 %—

Vexamos se se trata dun maximo:

(z) = —27T(2R—3 +2 r ) <0 para x € (0,d)
N a3 (d—z)3 P ’

En conclusion, x tratase dun maximo e, polo tanto, a distancia & que
habera que situar o foco respecto do centro da esfera de radio R é
d

/()3
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3. Dado un subconxunto acoutado A C R, definese o didmetro do conx-

unto A como:
d(A) = sup{|z —y|\z,y € A}

Considérese a seguinte funcién derivable:
fiR—R \dM >0 con |f'(z)|<M VzeR

Demostrar que:

a) Dado 7 >0, se A é tal que d(A) < 17 entén d(f(A)) <.
b) Sexa S C R acotaudo e suponiamos que M < 1.

Calcular
Tim d(/"(S))
onde f7(S) = {(fo fo--o f)(a)\z € 5}
Solucion

a) Consideremos A C R acoutado tal que d(4) < 7.
Sexan x,y € A con x < y. Como f é derivable en R, aplicando o
Teorema do valor medio de Lagrange a f no intervalo [z, y| tense

que:
fly) = f(=)

% @y)\fle) = 20—

Polo tanto:

|f(y) — f@)| = |f'(e)lly —z] < M& —

Logo r é cota superior do conxunto {|f(y) — f(x)|\z,y € A}
Dado que o supremo dun conxunto é a menor das cotas superiores
do conxunto, concliese que:

d(f(A)) = sup{[f(y) = f(x)\z,y € A} <7
b) Sexa M < 1e S C R acoutado. Por definicién temos que:

d(f*(5)) = sup{[f"(x) = f"(y)[\z,y € 5}

Por outra banda:

(f2) (@) = fLA@L (@) = () @) = [ f @ f ()] < M-M = M?
Demostrando por inducién, é inmediato probar:

|(f™) ()] < M™.
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Dado que f™ é derivable en R por ser composicion de derivables
en R, podemos aplicar o Teorema do valor medio de Lagrange a
f™ no intervalo [z,y] con = < y:

f"y) — (=)

Je € (z, y)\(f")'(e) = y—x

Ademais S ten supremo ao ser un conxunto acoutado, polo que
existe d(5). Asi:
") = @) = (") ()ly — x| < M"|y — 2| < M"d(S)

De aqui dediicese que M"d(S) é unha cota superior do conxunto

{lf"(@) = f*(y)\z,y € S}

Polo tanto:
0 <d(f"(S)) < M"d(S)

Tomando limites tense:

0 < lim d(f™(9)) < lim M"d(S) =0

n—oo n—oo
En conclusion:

lim d(f"(S)) =0

n—od
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4. Unha formiga avanza polas arestas dun icosaedro de modo que, ao
chegar a un vértice, volve sobre os seus pasos ou continua por cal-
quera das outras arestas que inciden nel, coa mesma probabilidade.

Numeramos os vértices do icosaedro do 0 ao 11 e designamos Py &
probabilidade de que partindo do vertice k chegue ao polo norte (11)
antes que ao polo sur (0), é claro que Py = 0 e P;; = 1. Achar Py para
k=1,...,10.

Solucién
Cada vértice k ten un conxunto de 5 vértices adxacentes A (k) e é claro
que

1
}%:5 §:F2Vk:L”ww
1€ A(k)

Debemos escribir e resolver este sistema de ecuaciéns lineais:

5P, —Py—Ps—Ps— Pig=0
5Py— P, — Py —Ps— Py =0
5P — Py — Ps— Py — Py =0
5Py — Py —Ps—Py— Ps=0
5Ps— P, — Pig—Py— P, =0
5Ps—P,—Py— P, —Po—1=0
5P —Ps—Py— Py —Ps—1=0
5P — Py —Py—Py— Py —1=0
5Pg—Ps—Piog—Py—Ps—1=0
5Ppg—Py—Ps—Ps—P,—1=0

Podemos escribilo en forma matricial Ax = b
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5 -1 0 0 -1 -1 0 0 0 -1 Py 0
-1 5 -1. 0 0 -1 -1 0 0 O Py 0
o -1 5 -1 0 0 -1 -1 0 0 P 0
o 0 -1 5 -1 0 0 -1 -1 0 Py 0
-1 0 0 -1 5 0 0 0 -1 -1 Ps| |0
-1 -1 0 0 0 5 -1 0 o0 1| |P]| |1
o -1 -1 0 0 -1 5 -1 0 0 P 1
o 0 -1 -1 0 0 -1 5 -1 0 Py 1
o o o0 -1 -1 0 0 -1 5 -1 Py 1
-1 0 0 0O -1 -1 0 0 -1 5 Py 1
Podemos calcular a matriz inversa de A:
4 31 4 4 31 17 19 7 19 17
T S R R N VA Vo (| A A € ¢
e SO A AR VN N (A ARG Uil (o 4
T O VA A (A A e :4
7 30 150 300 T30 300 150 T30 300
A= B B P W P LD P 1P
Bl A VA ¢ A A VR R VR A
B A VA v A A A T O VA
T A A SV A AR A VG A 8
LA (A A 1 N U A O/ N A T
150 300 150 300 150 300 75 75 300 150
Ao facer o produto:
A7l b

Obtemos a solucién unica:
2222233333
5 5°5'5°5°5"5’5" 5’5
Observacién: E facil deducir que:
Pr=P=P3=PFP=D5
Ps=Pr=F =P =Py

Entén, podemos simplificar o sistema a un de dias ecuaciéns con duas
incognitas. Chamando

P,=P=P,=P3;=P;,=PF;
Py=PFPs=P;=F=PFPy= Py

tense:
3P, —2P, =0
—2P, +3F =1
Resolvendo o sistema obtemos P, = % e P = %
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Oposicién a Profesorado de Ensino Secundario
Especialidade Matematicas - Opcion B
19/06,/2022

1. Demostrar que el nicleo de un homomorfismo de anillos es un ideal.

Solucién

Sean (A,+, ) v (B,+,-) anillos y f : A — B un homomorfismo de
anillos.

Probemos que Kerf = {a € A/f(a) = 0} es un ideal de A, esto es,
que se verifican las siguientes condiciones:

a) Kerf C A subconjunto no vacio.
b) x —y € Kerf Vz,y€ Kerf
c) Size Kerfyac A=x-a€ Kerfya-x€ Kerf

Prueba de a) Por definicién del conjunto Kerf es evidente que Kerf C A.
Ademas, 0 € Kerf ya que f(0) = 0. Por tanto Kerf es no vacio.

Prueba de b) Sean x,y € Kerf. Veamos que © —y € Kerf, esto es:
fla—y)=0

fle—y) = fla+(~y) = fl@)+ f(~y) = f(x) - fly) =0-0=0

Prueba de ¢) Sean x € Kerf y a € A. Veamos que z -a € Kerf, es decir:
f(z-a)=0.

flz-a) = f(z)- fla)=0- f(a) " 2" 0

Analogamente se tiene que f(a-z) =0y, por tanto, a - x € Kerf.
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2. El radio de la circunferencia circunscrita a un triangulo rectangulo es
6,5 cm y el radio de su circunferencia inscrita es 2 cm. Calcular la
medida de los lados del tridngulo.

Solucion

Denotemos por A, B y C los vértices del tridngulo opuestos a los lados
a,by c respectivamente, siendo Ael angulo recto.

Denotemos, ademas, por 11,715 y T3 los puntos de tangencia de cada
lado del tridngulo con su circunferencia inscrita y sea O el centro de la
misma.

Se tiene la siguiente situacién:

Dado que A pertenece al arco capaz de 90° relativo al segmento que une
B y C se tiene que el segmento BC es un diametro de la circunferencia
circunscrita al triangulo. Por tanto:

|IBC|=a=2-6,5=13cm=a=13cm

Para determinar los lados b y ¢ consideremos:

{b =D+ [Ty

Cc = |AT1| + |BT1|

Dado que |OT| = |OTs| = |OT3| = 2 em se tiene que AT10T3 es un
cuadrado de lado 2 em:

Por otra parte, por ser O el punto de interseccion de las bisectrices
interiores del triangulo, se satisfacen las siguientes igualdades:

|BTz| = | BTh|
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|CT| = |CT5

Puesto que |BC| = 13 se tiene que |BTy| + |CTy| = 13. Ast:
|BTi| + |CTs| =13 em (3)
Aplicando (2) y (3) a (1), se obtiene:
b+c=17

Teniendo en cuenta el Teorema de Pitagoras, se tiene el siguiente sis-
tema de dos ecuaciones con incognitas b y c:

b+c=17 o c=17-1b o c=17-10
b? 4 2 =132 b* + (17 — b)? = 169 20> — 34b+ 120 =0

Las soluciones de la ecuacién 20> — 34b + 120 = O son b = 12 cm o
b=>5cm.

Sib=12cm = c=5cm

Sib=5cm=c=12cm

En conclusién, los lados del tridngulo miden 5 ¢m, 12 em y 13 e¢m.

Covtesivde [CeDEL  www.cede.es



3. Sobre un segmento recto se eligen al azar dos puntos cualesquiera que
lo dividan en tres nuevos segmentos. ;Cudl es la probabilidad de que
con ellos se pueda formar un tridangulo?

Solucion

Sea OP un segmento de longitud [ y A y B dos puntos sobre él elegidos
al azar.

Denotemos las siguientes variables aleatorias:

x = |OA|
y = |0B]

Sin pérdida de generalidad, supongamos que z < y.
Tenemos la siguiente situacion:

>
B

[=
B ]
=]

Donde la representacién geométrica de todos los casos posibles es la
siguiente:

Tenemos el segmento OP dividido en tres nuevos segmentos cuyas lon-
gitudes son:

|OA| =z, |AB|=y—ux, |BP[=1l-y

Para que esos tres segmentos sean los lados de un triangulo deben
satisfacer la Desigualdad triangular:

[
:E<y—:l?—|—l—y(:>2:v<l(:>:v<§
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[
y—x<x+l—y@2y<2x+l@y<x—l—§

l
l—y<a:+y—a:<:>l<2y<:>y>§

La representacion de todos los casos favorables es la siguiente region
sombreada:

Por tanto, la probabilidad de formar un tridngulo con los tres segmentos
es:

P AreaQRS 3
ArcaOMN %
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4. Para cada numero real ¢ con |t| < 1 se considera la funcién compleja

definida por:
4 — 22
f(z) = 4 — 4tz + 22
Se pide:

a) Descomponer f(z) en fracciones simples.
b) Obtener la expresién de las derivadas sucesivas de f(z) para z = 0.

c) Demostrar que el coeficiente T,,(t) de 2" en el desarrollo en serie
de Taylor en z = 0 de f(z) es un polinomio de grado n en t y que
se cumple la relacion de recurrencia:

AT (t) — 4T, (t) + Tha(t) =0 Vn > 2

Solucién

a) Efectuando la divisién euclidea se tiene:

—4tz 48

- ]4 =12
/(z) + 22— Atz +4
Las soluciones de 2% — 4tz + 4 = 0 son:

a=2t+2ivV1—1t2 y a=2t—2iv1—t? (It| < 1)
Expresando en fracciones simples se tiene:

—4tz+8 A N B A(z—a)+ B(z—a)
22— 4tz+4 z-a z-a  (z—a)(z—q)

Hallemos A y B:
Para z = a: —4ta+ 8 = A(a — @)
Luego:

o Mot 8 (24 20T ) 48 —ti(2t 4 2T 1) 4 2

~ a-a 4i/T— 12 - —V1-¢
242V — 2420 20—+ 1) + 201 — 12

—V1-12 B —V1—¢t
= —2V1—12—2t=—a

Operando de forma analoga se tiene B = —a.
De este modo, la descomposicién de f(z) en fracciones simples es:
a a
fle)=—1- — -

zZ—a zZ—a
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a

b) Denotemos fi(z) = —z%= vy fa(2) = —%=.
Por el apartado anterior se tiene

f(z) = =14 f1(2) + fa(2)
Estd claro que la n-ésima derivada de f(z) viene dada por

)+ 17(2)

F(z) =

Calculemos fl(" (2):
" n!

=3¢ =; s 00 = =

n=0

QIN

fi(2)

SIS

= g—' Por tanto:

De manera andloga se tiene que fy ' (0)
1 1 nl(@ +a") nl@"+a")

™) = £ (@ 0) = nl(—t ) = _
F0) = P O70) = nl( o) = HE -
) En un entorno del origen se tiene

T (
/(z) = 4 — 4tz 4— Atz 4 22 Z
O lo que es lo mismo:
22 _I_ e )

4 — 2% = (4 — 4tz + 22)(To(t) + To(t)z + Tu(t)

Igualando coeficientes se tiene:

4 = 4Ty (t)
0 =4T(t) — 4tTy(t)
—1 =A4Ty(t) — 4T (t) + To(t)
Se deduce:
To(t) =1
Ti(t) =

Si ahora se identifica en ambos miembros el coeficiente de z("+1)

para n > 2 se tiene:

0= 4Ty (t) — HTH(t) + Tps(t) ()
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que se trata de la relacion de equivalencia pedida.

Probemos por induccién que 7,,(t) es un polinomio de grado n.

e Ya hemos probado que es cierto para n = 2.

e Hipdtesis de induccién: Ty(t) es un polinomio de grado k, Vk <
n.

e Veamos que T,,41(t) es un polinomio de grado n + 1:

De la relacién de recurrencia () tenemos:

Toor(t) = - To(t) — iTn_l(t)

Por hipétesis de induccién tenemos que t7,,(t) es un polinomio de

gradon+1y —i n—1(t) es un polinomio de grado n — 1.
Por tanto, T,,41(t) es un polinomio de grado n + 1.
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