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Madrid 2018

1. Sean C y (' dos circunferencias concéntricas de radios r y 7’ respectivamente, con

r < r'. En la corona limitada por C' y C' existen ocho circunferencias Cj;, con tangentes

a C y (' y de tal modo que C; es tangente a C;,; parai=1,2,...,7, y Cg es también
/

r
tangente a (). Determinar valor de —-
.

RESOLUCION:

En un cuadrante habra exactamente dos de las ocho circunferencias pequenas, situemos los ejes
de forma que el eje de abscisas sea tangente a la primera circunferencia con centro en O;, como se
observa en la figura.
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El dngulo central del tridngulo OO, P es una dieciseisava parte de la circunferencia total, es
decir

2t om
— = — =22°30/,
16 8
el seno de este dngulo es, con ayuda del seno del arco mitad, exactamente

1—cos™t 1—ﬁ V22
sen— S5 2 2\/_20,7653668.

La hipotenusa y un cateto de ese trla’,ngulo valen:

r—r r—l—r' r—r

OOl———’r+ B y 01P=

de donde resulta que
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Como nos piden el cociente —, dividimos numerador y denominador entre r y resulta
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de donde

A\ ' 2442 —v2 92,7653
(2; 2—\/§>T—=2+ 9-v3 = L_-Z2F v2 276 668 _ 9 239 s9ss.
r r 9_a_vh 1,2346331

2. Sean a y b dos niimeros reales positivos.
a) Demostrar que si a < b < e entones a’® < b*.
b) Demostrar que si e < a < b entonces a’ > b*.

RESOLUCION:

a) Como la funcién logaritmo neperiano, definida en el intervalo (0, +00), es estrictamente creciente
en su dominio, utilizando las propiedades de los logaritmos se tienen las siguientes equivalencias:

1 b
@<t o had<hb® < bha<ahb & -—< 1—’;~
a
Estudiemos la funcién f(z) = ln_:c) definida en el intervalo (0,4oc0), donde es continua y
T
derivable. Se tiene que
1-1
fl(z) = :Can =0 = T =e,
. —1-2(1—-Inx) -1
fie) = =25 = =<0,

por lo que la funcién es estrictamente creciente en el intervalo (0,e) y estrictamente decreciente
en el (e,+00) y tiene un méximo relativo en el punto (e, 1/e).

En consecuencia,

1 Inb
a<b<e = f(z)escreciente = —n<—Ill)—
a

y por la equivalencia vista el comienzo, es a® < b

b) Como f(z) es decreciente en el intervalo (e, +00), se tiene que

Ina Inb
e<a<b = —>—
a b

y utilizando la expresién del comienzo del ejercicio con las desigualdades cambiadas, es a® > b°.

3. Calcule el limite en el infinito de la sucesién A, siendo A, el siguiente determinante:

1 —% 0 0 0 0
T 1 —% 0 O 0
22 0 1 -1 0 0
z? 0 0 1 —% 0
z"2 0 0 0 O _—
"1 0 0 0 0 1
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RESOLUCION:

Debemos desarrollar por la tltima fila o columna para que los determinantes que resulten sigan
teniendo la misma estructura o sean triviales. Desarrollando por la dltima fila queda

-0 0 0 0 1 -2 0 0 0
1 —3 0 0 0 z 1 —3 0 0
ima| 01 =3 0 0 22 0 1 -3 0
= (D" g 0 1 L o Tl ] s 0o 0 1 0=
o o o 0 - -1 22 0 0 0 - 1
1 1 el
— (_1)n+1$n—-1(_1)n—lﬁ+An_l:(_1>2n n— _l_An l_‘x +An—1;

donde el primer determinante es triangular inferior y su valor el producto de los elementos de la
diagonal principal. El segundo determinante es del mismo tipo que el inicial, exactamente es A,_;.
Esta férmula valida si n > 2.

Escribiendo los valores que resultan para los diferentes valores de n y sustituyendo queda

(Alzl (Alz].
z z
Ay =+ 4 Ay =1+
21 21
A=A A=1s B4 T
3 54— 2 = 3 +§+§
azn_l T :1;2 xn—l
= A _ A =14+ — 4= ... )
An = T A \ HTREE TR

Si fuese z = 0, la sucesién serfa A, = 1, Vn = 1,2,... por lo que el limite pedido serfa
lim, A, = 1. Si es z # 0 el limite de la serie puede escribirse del modo:

2 mn—l 1 3 "
lmA, = lim(1+ —|——+ -+ >—hm ( +——+—+ +;>:

3' 1 3l !
- hml( 141 + 3 +x2+ - x—)
n T 0! 2! !
= hm—1+hm1<1+ +m2+£+ o+ ) _1+§:em_1
z or 12t 3l n! T T z

donde hemos utilizado el desarrollo en serie de la funcién e®. La solucién, en consecuencia, es

1, siz=0,
lim A, = e* —1

, siz #0.

4. Un juego de dados tiene las siguientes reglas:
- Se tiran dos dados equilibrados, numerados del 1 al 6, hasta que sumen 4 o 7.
- Si suman 4 gana el tirador, mientras que pierde si la suma es 7.
Determine la probabilidad de ganar en dicho juego.
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RESOLUCION:

Al tirar dos dados se pueden considerar 36 casos posibles. La suma 4 aparece en tres casos,
143, 2+2 y 3+1. La suma 7 aparece en seis casos, 146, 245, 3+4, 4+3, 5+2 y 6+1. Por tanto
tenemos las siguientes probabilidades:

3 1 6 1
p(sacar 4) = 35719 p(sacar 7) = T

. . 1 1
p(ni 4, ni7) = 1—p(no4)—p(no7) = 1_ﬁ_6 T

Se entiende que hay un solo jugador que puede ganar o perder segin la suerte que tenga. Gana
cuando saque 4, pierde en cuanto salga un 7, y cuando no salga ni 4 ni 7, continuard lanzando.

Sea N el suceso "no sale ni 4 ni 7". Cada tirada de los dados es independiente del resultado
del lanzamiento anterior, por lo que no es preciso considerar probabilidad condicionada. Sea A,

el suceso "el jugador gana en el lanzamiento n".

Las probabilidades de que A gane en los sucesivos lanzamientos son:

P(Al) = é
3 1
p(As) = p(N)p(sacar 4) = D

p(4s) = [p(N)*p(sacar 4)

I
N
~—

nN
ol =

p(4s) = [p(N))’p(sacar 4)

I
N
> x| W
~__
w
.
L\DI'_‘

b(A) = BV p{sacar ) - (3) L

asf la probabilidad de que gane el juego es

p(A gane) = (A1)+p )+p (1‘;3 +p(An)+--- =
- 242 %+<%> () R
= el (iﬁ) <> +G> o=

1

1
12'1—3"12 4—3 12_5'

La probabilidad de perder en ese juego solitario es por tanto de 2/3.
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