OPOSICIONES AL CUERPO DE PROFESORES DE ENSENANZA
SECUNDARIA EN LA ESPECIALIDAD DE MATEMATICAS

Castilla-Leén 2018

1. Hallar el nimero de n-plas, (a,as,...,a,), de componentes a;, nimeros enteros
? ) H } 3 )
positivos que satisfacen las tres ecuaciones siguientes:

Sa; =26, Y a?=72, >l al=224
i=1 =1

=1
RESOLUCION:

La tercera ecuacién nos sirve para acotar las soluciones. Como 73 = 343 > 224, el mayor a;
debe ser 6 como mucho, y como 63 = 216 < 224, solo podr4 haber un seis. Por tanto, los niimeros
{1,2,3,4,5,6} pueden estar en la n-pla con frecuencias ny, ng, n3, n4, N5 y ng respectivamente,
con ng < 1. El sistema es

ny+2ns+ 3ns+ 4ng + Sns+ 6ng= 26
ny + 4712 + 9713 ~+ 1677,4 + 257’&5 + 3677,5 = T2
ny + 8ng + 27n3 + 64ny + 12505 + 216ng = 224

haciendo las operaciones E3 — Fy v E2 — Ej, queda

ny +2ng + 3ng + 4ng + dng + bng= 26
2n9 + 6nz +12n4 + 20n5 4+ 30ng = 46
4ny + 18n3 + 48n4 + 10015 + 180ng = 152

dividiendo las dos ultimas ecuaciones entre 2 y restando a la tercera el doble de la segunda,
E3 — 2F,, resulta

ny + 2ng + 3n3 + 4ng + Sns + 6ng = 26 ny + 2ng + 3nz + 4ng + Sng+ 6ng = 26
ng + 3ng + 614 + 10n5 + 15ng = 23 ng + 3ng + 6mn4 + 1005 + 15ng = 23
2n2 + 9’/"1;3 -+ 24714 + 50715 + 9077;(5 =76 3713 + 127’&4 + 307115 -+ 6072/3 =30

Como ng tiene que ser 0 6 1, el Unico valor para la tercera ecuacién es ng = 0. El sistema queda,
dividiendo luego entre 3 la tercera ecuacidn,

1+ 2ng + 3ng + 4ng + Sng =26 1y + 2ng + 3ns +4ng + 5ng = 26
Tig 4+ 3n3 + 671.4 + 1071,5 =23 N9 —+ 3’/?,3 -+ 67?,4 -+ 1077,5 =23
3ng + 12n4 + 30ns = 30 n3 + 4ny + 10ns = 10

De la tltima ecuacién se deduce que ns = 0 6 ng = 1, pero esta segunda posibilidad nos lleva a
que ng = ng = 0, pero entonces la segunda ecuacién serd ny + 10 = 23, es decir ny = 13, que no es
posible por ser mayor que 6. Luego tiene que ser ns = 0. Por tanto el sistema que resulta es

ny + 2’02 + 3713 +4n4 = 26
ng + 3n3 + 6?7,4 =23
g +4n4 =10
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Los posibles valores de n4 son 0, 1, 2, para que en la tercera ecuacién sea 4n4 < 10, que nos dan
los correspondientes valores de n3 : 10, 6 y 2. Estd claro que ng = 10 no vale, asf que son posibles:

ny=6yng=1, luego ny=23—18—6 = —1, no vilido, 6
ng=2ymng=2,luego ng=23—-6-12=35, y
ny =26 — 10— 6 — 8 = 2, tnicos.

Luego las frecuencias de los nimeros 1, 2, 3, 4, 5 y 6 son, respectivamente, 2, 5, 2, 2, 0, 0. Una

solucién del problema es
(1,1,2,2,2,2,2,3,3,4,4)

y todas las posibles n-plas serdn

11!
5222 _ o
PRy = Sotlal 41 580.

2. Sea f :[0,1] — [0,400] una funcién continua tal que f(0) = f(1) =0 y Vz € (0,1)
f(z) > 0. Demostrar que existe un cuadrado con dos vértices en el intervalo del eje de
abscisas y los otros dos en la grafica de f.

RESOLUCION:

Como f(z) es continua en [0, 1], por el teorema de Weierstrass posee, al menos, un méximo
absoluto M, sea m € (0,1) el primer valor con méximo absoluto de f(z) en el intervalo (0,1), es
decir f(m) = M. Por el teorema de Darboux de los valores intermedios, Vk € (0, M) existe un
z1 € (0,m) tal que f(z;) = k. Lo mismo puede decirse en el intervalo (m,1), donde también es
continua, es decir, existe un z3 € (m,1) tal que f(z3) = k. Esto se traduce en que Vk € (0, M)
existen z; y z, tales que f(z1) = f(x2) = k, por lo que la recta y = k corta a la grafica de la
funcién en, al menos, dos puntos z; y s, con lo que tendremos un rectdngulo, en principio, de
vértices (z1,0), (z2,0), (z1, f(z1)) ¥ (z2, f(z2)). Falta probar que existe un valor de & que verifica,
ademds, que sea o = 11 +k, es decir que la base del rectdngulo mida precisamente lo que la altura,
y sea un cuadrado.

El problema queda reducido a encontrar un z € (0,1) tal que f(z) = f(z + f(z)), para ello
vamos a definir la funcién auxiliar

g(z) = f(z) — f(z + f (=),

que serd continua donde esté definida y bastard probar que se anula en algin valor de z. Hemos de
ser precisos con el fin de que el valor z+ f(z) pertenezca al intervalo [0, 1] y se pueda calcular f en
ese valor, es decir, debe ser z + f(z) < 1, de donde se obtiene f(z) <1 — z. Buscamos los puntos
de corte de la gréfica de f(z) con la parte de la recta y = 1—z que une los puntos (0,1) y (1,0). Es
posible que no se corten en [0,1) y si en = 1, o que se corten en algtin valor p < 1. Sea p el primer
valor en que se corten, que puede haber mds que uno, es decir p = min{z € [0,1] : f(z) =1 — z}.
Este minimo existe ya que sabemos que f(1) =1 —1 = 0. Por tanto, o bien es p < 1, o bien es

p=1

En el primer caso, si es p < 1, sea zp tal que f(zp) = max{f(z) : z € [0,p]}, como f(z) recorre
todos los valores entre 0 y f(zo), existird un z; € (0, zo) tal que f(z1) = zo — 1, entonces
glp) = fo)—fle+fp)=1-p—f1)=1-p>0
g(z1) = f(z1) = f(z1+ f(z1)) = fz1) — f(T1+ 20 — 1) = f(21) — f(T0) <O.
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En el segundo caso, si es p = 1, la funcién f(z) y la recta y = 1 —x se cortan solo en z = 1. Como
f(z) tiene un méximo en [0, 1] por el teorema de Weierstrass, sea m € (0,1) tal que f(m) = M.
Sea 3 € (0,m) tal que f(z2) = m — x3, que existe porque f(z) recorre todos los valores entre 0 y
M, entonces

gm) = f(m)—=f(m+f(m))=M— f(m+ f(m)) =0
glza) = flza) — f(wa+ f(22)) < flza) — M <0.

Luego por aplicacién del teorema de Bolzano a la funcién g(z) en el intervalo [0,1], existe un
a € (0,1) tal que g(a) = 0, es decir, f(a+ f(a)) = f(a).

2.z,
3. Si 2 =2, Tops =,/1+a’ hallar ] 2.
Ty n=1

RESOLUCION:

Tenemos que 1 = V2 y comparando con 3 resulta

w2 2ve+2-2 [0 2 .
m_\/l_fﬁ- 1++2 _\/2 1+\/§<\/§_

ademés, si es 7, < x_1, entonces es 1 4+, < 1+ 2,1, de donde

1 / 1
Ty = V24/1— <V2oll-——— =2
k1 1+ 1+ x5 k

Por tanto la sucesién es decreciente y es acotada porque Vk es 0 < zj < v/2. Por ser una. sucesién
decreciente y acotada posee limite, sea L este limite. Haciendo tender z, hacia el limite, en la
expresién que resulta de elevar al cuadrado la dada en el enunciado, queda

2 2L —1++/14+8 —1+3
2 = L I’ = ’+L—2= L= =
Tpi1 1+93n:> 1+L:> + 0= 5 5

= 1,
ya que siendo positivos todos los valores de la sucesién el valor negativo no es vélido.
Falta calcular el producto infinito. Como este producto no tiene ningtn valor nulo, una condi-

cién necesaria para su convergencia es que el término general del producto tienda a 1, lo que en este
caso se cumple porque se ha visto que L = 1. Pero esta condicién no es suficiente. Una condicién
oo

o0
necesaria y suficiente para que [](1 + ax) sea convergente es lo que sea la serie ) In(1 + ag).
1 1

Sin embargo, si se tiene en cuenta la semejanza entre la relacién de recurrencia dada y la
férmula del coseno del arco mitad, ya que

11 _V2_ om 1 1 1442 [24v2 |1+ 7

— === -, — = = = =4/ ——= =cos —,

T /2 2 4 Ty ‘/_2_[5__ 22 4 2 8
1+v2

y en general

.1 T 1 1+a:n 1—|—cos2n+1
si — =cos——=, €S =4/
Tn on+1’ Tpt1 ] 220 2n—|—2 ’

1+zn

Il
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se puede hallar el valor del producto infinito. En efecto, como es

™ v
—— :COS—.COS——...COS ...
4 8 on+1

utilizando la férmula siguiente

SENn T T T Z

0
para el valor z = T queda

T T
COS — - COS — -+ - COS
4 8

2n+1 us ’IT’

por tanto el valor pedido del producto infinito sale de

=== = Ilz.=

n=1 Tn ™ n=1

[\D!—\—]

La demostracién de la férmula (*) consiste en utilizar repetidamente la férmula del seno del arco
doble:

sen T 2sen § cos § xr seng T 28611%008%
= ——% % —cos—- =C0§—+ —— =% =
T T
T T 2 5 2 5
T x seny T T T sen o
= COS— COS — - = ...=C0S—COS— " COS— -
2 4 & 2 4 on "

sen o
(%

y como es lim,_,g =1, la convergencia estd garantizada.

4. a) Sea C una circunferencia y en ella dos puntos distintos, no diametralmente
opuestos, A y B. Describir el lugar geométrico del ortocentro de los tridngulos ABC,
siendo C un punto de C distinto de A y B.

b) Se eligen aleatoriamente los niimeros b, ¢ € [0, a]. La probabiliadad de que la distancia
en el plano complejo de las raices del polinomio 2%+ bz + ¢ no sea mayor que 1, no es
menor que 0,25. Hallar a.

RESOLUCION:

a) Sea H el ortocentro, como se observa en la figura.
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Como AHDB + ACB = 7, por tener los lados perpendiculares, el déngulo ACB es inscrito y si AHB
lo fuese, abarcarfan todo lo demés, (porque si los dos inscritos suman 7 abarcan 27), luego H estd
en la circunferencia simétrica respecto del segmento AB.

Cuando C recorre el arco inferior AB, el tridngulo ABC es obtusdngulo y H recorre el arco
grande de la circunferencia simétrica.

b) Las dos soluciones, z; y 2, de la ecuacién de segundo grado son

—b+/b? —4c
2

y si son reales, porque sea b? > 4c, la distancia entre ellas serd menor o igual que 1 si

—b4+ VB —de —b—+b?2—4c 3
_ = — < 1.
5 5 Vb2 —4c <1

dist(z1, 2z2) =

Si son complejas conjugadas, porque sea b? < 4c, la distancia serd menor o igual que 1 si

— b2 — _h— /b2 —

dist(z1, 29) =

2
Elevando al cuadrado, los dos casos quedan englobados en que sea
b2 —1 b2 +1
1<4e—P <1 & P-1<4c<b+1 & 1 <c< Z :

Representemos los valores de b por la variable  y los valores de c por la variable y. Estas
variables son uniformes e independientes, por lo que la variable conjunta (z,y) serd uniforme en
el cuadrado [0, a} X [0, a}.

Como es necesario que sea (z,y) € [0,a] x [0, a], para que sea

241 44 /16—
z* 4 il Ak : PNV

<z, es decir 2?2 — 4z +1 <0, debe ser z <

y ademds para que sea

z?—1

> 0, es decir z? —1> 0, debe ser z > 1.

Por tanto, utilizando la regla de Laplace en probabilidades geométricas, los casos posibles son
(z,y) € [0,a] x [0,a] cuya superficie es a?, y los casos favorables, dependerdn del valor de a,
corresponden al 4rea entre las dos curvas, como se observa en la figura.

2+V3 ’/
£ E
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En el caso 0 < a < 1, la probabilidad estd dada por

1 a mz_l_l 1 m3 L a 1
di 21} == dz=— |= = ek o
p (dis(z1, 22) < 1) az/o < 4 ) T= a2 [3 +IL 12+4a’

que para el caso a = 1 vale 1/3 y a medida que a crece, la probabilidad decrece.

Sies 1< a<24+/3,laregla de Laplace da la probabilidad

, 1 Vg2 41 %1
p(dis(en, 2) <1) = E(/()( / )d“/l 5dm>:
1 :z:3+ 1+[2 o 1 1+1+2 ;) _fa—2
= —_— —_— T = = — —_— = =
102 \ |3 7 T T2 3 ¢ 12a%

que para el caso a = 1 coincide con el valor anterior 1/3.

Si es a > 24 /3, la probabilidad es

) 1 Vg2 41 @1 6a — 2

la misma expresién que en caso anterior. Es claro que a medida que a crece, la probabilidad se
hace més pequefia ya que la zona rayada en la figura representa menos al dividirla por el 4rea del
cuadrado més grande cada vez.

En el primer caso, con 0 < a < 1, siempre es mayor que 1/4 la probabilidad porque

a 1 1
<1 ST S, g
O<a< ©12+4a_4

En el segundo caso, para que sea mayor que 1/4 debe ser:

6a—2 _ 1 9 5 L .
2 ©6a-2230 &3 —6a+2<0eac [1—ﬁ,1+7§}.

luego
1
O<a<l4+—
V3
y en el tercer caso por el mismo motivo ya que la expresién de la probabilidad es la misma.

Por tanto, la condicén pedida se cumple cuando a € (0, 1+ %] .

o o0 d
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